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Resumen y Abstract IX 
 
Resumen 
Este trabajo tiene por objetivo identificar aspectos didácticos de los conceptos logaritmo 
y función logarítmica por medio de las  perspectivas disciplinar, histórica y 
epistemológica que logren generar actividades apropiadas para la enseñanza de estos 
conceptos por estudiantes de grado noveno. 
Esto se logra revisando los aspectos del desarrollo histórico de los logaritmos 
distinguiendo entre la exploración algorítmica, la exploración numérico utilitaria, la 
exploración gráfica geométrica y la exploración analítica hasta llegar a la parte formal del 
concepto de logaritmo. 
En la parte disciplinar se encuentra el desarrollo de la función logarítmica 
 como la generadora de las propiedades de los logaritmos explorando y 
demostrando estas propiedades, luego se pasa a explorar la hipérbola equilátera para 
descubrir en esta la misma propiedad, generar la base con el número  y describir la 
relación entre la función exponencial y logarítmica y mostrar algunos ejemplos de esto. 
En la parte epistemológica se observan obstáculos en el aprendizaje de los logaritmos y 
de la función logarítmica con respecto a la revisión histórica, la indagación disciplinar que 
se hizo en los capítulos anteriores y a la revisión de antecedentes del estudio didáctico. 
Por último se presenta una propuesta de actividades que tiene en cuenta las 
indagaciones anteriores para hacer entendible el concepto auxiliado de los diferentes 
medios tecnológicos con los que se cuenta en la actualidad. 
Palabras clave: logaritmo, función logarítmica, didáctica, educación. 
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Abstract 
This paper has as objective to identify didactic aspects from logarithms and logarithmic 
function concepts through disciplinary, historical and epistemological perspectives, 
capable of generating proper activities, focused on the teaching of these concepts to 
students of 9th grade.  
This is possible by revising the development historical aspects from logarithms, 
distinguishing among algorithmic exploration, numerical utilitarian exploration, graphic 
geometric exploration and analytic exploration, until we reach the logarithm formal part 
concept. 
In the disciplinary part there is the logarithm function development  
as the logarithms properties generator, exploring and demonstrating these properties 
mentioned above. Then, the equilateral hyperbola is explored to discover in this the same 
property, generate the base with the number and to discover the relation between the 
exponential and logarithmic exponential functions, to show some examples of this. 
In the epistemological part, some logarithms and logarithmic functions learning obstacles 
are observed, regarding to the historical revision, disciplinary inquiry made beforehand in 
the previous chapters and the background revision of the didactic study. 
Last, a set of activities that take into account the previous inquiries is presented; to make 
the concept understandable, helped by the different technological media we have in the 
actuality. 
Keywords: logarithm, logarithmic function, didactic, education. 
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 Introducción 
Los logaritmos como concepto matemático, desde el momento de su invención, han sido 
el motor de distintas ramas de las matemáticas y las ciencias, específicamente de las 
que tienen que ver con el cálculo diferencial y el cálculo integral. Es por esto que es 
deseable que un buen manejo del concepto de logaritmo, función logarítmica y las 
propiedades que estos conllevan. 
 
A pesar de esto uno de los mayores obstáculos creados con la implementación de la 
matemática moderna como modelo de enseñanza de las matemáticas que rivaliza con la 
visión de las matemáticas como creación humana, es la enseñanza de los logaritmos uno 
de manera formal presentándolos como forma de aplicación reemplazando en una 
formula. 
 
Esto ha fundado graves dificultades en la enseñanza aprendizaje del concepto de 
logaritmo y de función logarítmica entre los cuales se cuenta la generalización abusiva de 
propiedades trasferidas de otras operaciones y objetos matemáticos. 
 
Para establecer cuáles son las dificultades exactas que se encuentran en el proceso de 
construcción del concepto de logaritmo por parte de los estudiantes de básica y media, 
en este trabajo se estableció un derrotero que implica la reconstrucción histórica del 
concepto de logaritmo, de la misma forma que se hace la construcción formal del 
concepto a partir de su presentación con función  y una revisión de 
antecedentes en la bibliografía de la didáctica de la matemática.  
 
A partir de esto se hace una propuesta didáctica para la enseñanza – aprendizaje del 
concepto de logaritmo haciendo uso de la función logarítmica, pues en el desarrollo de 
este trabajo, en la parte histórica y en la parte disciplinar se da cuenta de las ideas que 
llevaron al concepto de cómo exponente tienen que ver explícitamente con el desarrollo 
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de la relación entre las progresiones aritmética y geométrica y la exploración de sus 
propiedades. 
 
Tal propuesta fomenta el fortalecimiento del concepto de logaritmo a partir de la relación 
entre las progresiones aritméticas y geométricas para explorar las propiedades por las 
que se reconoce el concepto de logaritmo, los contextos en los que parece y así llegar a 
una formalización del concepto que no acuda al concepto como terminado sino una 
construcción. 
 
 
 
  
 
1. Componente histórico 
El objetivo de este capítulo es diferenciar los aspectos históricos que conformaron el 
concepto logaritmo, la operación logaritmación y la función logaritmo. Para esto se han 
tomado las etapas en el desarrollo histórico propuestas por (Ferrari, 2008, pág. 12) 
donde se hace un énfasis en las relaciones entre las progresiones aritméticas y 
geométrica (exploración algorítmica), prostaféresis, tablas de logaritmos (numérico 
utilitaria), tangente constante y área bajo la curva de la hipérbola equilátera (gráfico 
geométrica), analítica y formalista. Haciendo énfasis en los hombres que hicieron 
avances en el estudio de los logaritmos o de los exponentes. 
1.1 Relación entre las progresiones aritméticas y 
geométricas 
La primera noción de la relación logarítmica es la comparación entre la progresión 
aritmética y la geométrica. Dentro de la profundización de esta relación se destacan los 
antecedentes de la progresión geométrica en la antigüedad, en el renacimiento por 
Chuquet y Stifel, y la prostaféresis, aunque no muestra una relación entre las 
progresiones aritmética y geométrica si da un acercamiento a la regla de formación que 
esta relación implica. 
1.1.1 Antigüedad 
La progresión geométrica fue abordada en numerosas culturas y la mayoría tiene tablas 
que muestra el conocimiento de la progresión geométrica, sin embargo se retomará 
desde la matemática griega. 
 
En las paradojas de Zenón de Elea (490 – 430 a.C.)  la de “dicotomía” y la de “Aquiles y 
la tortuga” en la paradoja de la dicotomía Zenón argumenta que un corredor no llega a su 
meta nunca pues primero debe recorrer la mitad y luego la mitad de la mitad etc. 
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En términos modernos Zenón argumenta que dado que la suma de  es 
infinita el corredor nunca podrá llegar al final. En esta se ven claramente inmersas la 
progresión y la serie geométrica de razón un medio.1 
 
La segunda paradoja dice que Aquiles decide competir contra una tortuga siendo diez 
veces más rápido que ella, dice que si Aquiles recorre cierta distancia la tortuga recorrerá 
1/10 de esta distancia. Cuando Aquiles recorra este decimo, la tortuga recorrerá 1/10 de 
la distancia recorrida anteriormente, así sucesivamente y por tanto Aquiles nunca 
alcanzará a la tortuga, pues siempre estará un poco más adelante que Aquiles. En 
términos modernos dicha situación indica que Aquiles recorre … llegando a 
la conclusión de que la tortuga estará siempre  delante de Aquiles, es decir se hace 
uso de una progresión geométrica de razón un décimo. 
 
Esto indica que la noción de la progresión geométrica era conocida por los antiguos 
griegos, aunque aún no aparezca una relación con la progresión geométrica.  
 
Uno de los primeros en encontrar la relación entre las progresiones aritméticas y 
geométricas fue Arquímedes (287 – 212a.C.) quien desarrollo propuestas sobre las 
progresiones geométricas, basado en el método de exhausión con las cuales demostró 
resultados tales como que el área cercada por una línea y una parábola es igual a  del 
área de un triángulo con igual base y altura2 y para esto demuestra en su trabajo sobre la 
cuadratura de la parábola que la suma  
 
Por otro lado en el Arenario Arquímedes crea un sistema de numeración basado en la 
miríada (10 000) y la base 10 para contar el número de granos de arena que puede estar 
contenido en el universo en el cual hace uso de la progresión geométrica de razón 10, 
como en el sistema de numeración actual (Hawking, 2006).  
 
                                               
 
1
 De acuerdo a la versión si el corredor llega o si nunca sale de la línea de partida. 
2
 En términos modernos el área bajo la curva de una parábola es 1/3 de la unidad de medida. 
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Peor lo más importante para este trabajo es que formuló una regla con respecto a la 
comparación entre las progresiones aritméticas y geométricas de la siguiente manera: 
“para multiplicar entre sí dos números cualesquiera de la sucesión de abajo, debemos 
sumar los dos números de la sucesión de arriba situados encima de aquellos dos. Luego 
debe buscarse en la misma sucesión de arriba el número correspondiente a dicha suma. 
El número de la sucesión inferior que le corresponda debajo será el producto deseado” 
(Tapia Moreno, 2003, pág. 6). 
 
Esta parte muestra que la regla por la que nacen los logaritmos es conocida desde la 
antigüedad, sin embargo tendrá que madurar junto con otros conceptos que son 
necesarios para explorarla. 
1.1.2 Chuquet y Stifel 
El siguiente avance en el desarrollo del concepto logaritmo por medio de la exploración 
de la relación entre las progresiones aritméticas y geométricas surge con Nicolas 
Chuquet (1445 – 1500) y Michael Stifel (1487 – 1567) quienes en sus textos introdujeron 
el manejo de los “exponentes” como los términos de la progresión aritmética. 
 
Chuquet en su libro “Triparty en la science des nombres (1484)” da un repaso de los 
algoritmos para sumar, restar, multiplicar y dividir, e introduce la numeración indoarabiga 
como el “liber abaci” de Fibonacci. En el primer capítulo del libro Chuquet hace una 
alusión a la relación entre las progresiones aritméticas y geométricas basado en la 
progresión geométrica de razón 2, dice que se puede generalizar a cualquier otra razón 
pero según (Gregg, Hay, & Moss, 1985) esta no va más allá: 
“…an examination of the manuscript, where all that appears is the rule of 
exponents applied only to integers and illustrated by a table consisting of an arithmetical 
and geometrical progression placed side by side. The relation between the progressions 
0,1,2,3 … and 1,2,4,8, … are in fact to be found in the writings of Archimedes. Chuquet 
makes no attempt to „fill the gaps‟ in the geometric series nor does he suggest that this is 
possible, hence it is difficult to see even the „germ‟ of logarithms in his juxtaposition of the 
two progressions”. (Gregg, Hay, & Moss, 1985, págs. 153, 154) 
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Es importante notar que en esta tabla aparece el 0 en la progresión aritmética 
identificado con el 1 en la progresión geométrica. 
 
Por otro lado, Michael Stifel (1487-1567) en su obra “Arithmetica Integra (1544)” muestra 
una gran cantidad de relaciones entre diferentes progresiones, en el libro I capitulo IV 
estudia la relación entre las progresiones aritmética y geométrica deduciendo la misma 
regla que Arquímedes, añadiendo que es el primero en llamar a los números de la 
progresión aritmética “exponentes”.  
 
Varias cosas son importantes de señalar en el trabajo de Stifel, como el que plantea 
además que la resta en la progresión aritmética corresponde a la división en la 
geométrica, y hace lo mismo con la potenciación y la radicación y con las proporciones 
que de esta subyacen. De la misma forma que extiende la razón de la progresión 
geométrica a cualquier base. (Stifel, 1544, págs. 30-37)  
 
También es importante resaltar que Stifel no solo expuso las definiciones de estas 
relaciones como Arquimedes y Chuquet sino que además da ejemplos de cómo hallar 
diversas raíces con distintos índices lo cual es el primer intento por dar un uso práctico a 
la relación entre las progresiones aritméticas y geométricas. 
 
A pesar de esto aún no está allanado el terreno para el reconocimiento de los logaritmos 
para simplificar operaciones, puesto que no se han considerado progresiones 
geométricas con razones no enteras, que son necesarias para que la simplificación tenga 
un uso práctico, sin embargo en (Kline, 1990, pág. 256) se plantea que Stifel extiende la 
relación entre las progresiones aritmética y geométrica a términos  negativos y 
fraccionarios en la progresión aritmética, lo cual junto con los demás desarrollos 
señalados implica un avance importante en el desarrollo del concepto logaritmo. 
1.1.3 Prostaféresis 
La prostaféresis es un método usado a finales de 1580 por los astrónomos de la época 
para simplificar los cálculos de multiplicación y división usados en sus cálculos basados 
en identidades trigonométricas, las distintas identidades trigonométricas que se usan son: 
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De esta forma hallar la multiplicación y la división de dos números se convierte en sumas, 
restas y divisiones entre 2. El descubrimiento de este proceso hasta hace poco se le 
atribuía a Ibn Yunus en el siglo XI y fue usada para multiplicar y dividir por Johannes 
Werner (1468 – 1522) quien hacia 1510 lo publicó en un documento y hacia mitades del 
siglo XVI se convirtió en un instrumento matemático de importancia para los astrónomos. 
Este sería el antecesor de los logaritmos y sería usado y desarrollado por muchos 
astrónomos de la época como Nicholaus Bär, Paul Wittich y Joost Bürgi. 
 
El método de la prostaféresis era mucho más eficiente que la multiplicación directa, pero 
requería realizar tres adiciones o sustracciones y una división en 2. Esto crea 
inconvenientes pues las adiciones y sustracciones requeridas son hechas en el sistema 
de ángulos sexagesimales y porque no es útil para calcular potenciaciones ni 
radicaciones de un número. 
 
Este método es el antecedente práctico de los logaritmos pues servia para simplificar 
cálculos astronómicos, sin embargo con la aparición de las tablas logaritmos Napier cayó 
en desuso. Es de resaltar que los antecedentes de la relación entre las progresiones 
aritmética y geométrica y sus desarrollos junto con el uso práctico que ahora se le ha 
dado a esta relación son las semillas que traerán como resultado el desarrollo del 
concepto de logaritmo. 
1.2 Tablas de logaritmos (Napier y Bürgi) 
La palabra “logaritmo” viene de las palabras logos (razón) y arithmos (número) e indica 
exactamente que la diferencia entre los términos de la progresión aritmética corresponde 
a la razón entre los términos de una progresión geométrica. Esta fue establecida por 
Napier, de quien se hablará a continuación, y cambiaría la forma de hacer cálculos por 
aproximadamente tres siglos. El sentido moderno de la palabra logaritmo es el mismo 
que el de la palabra “exponente” sin embargo la equivalencia histórica entre estos dos 
términos es lejana aun. A continuación se expondrán algunos datos importantes para el 
desarrollo numérico utilitario de la noción de logaritmo. 
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1.2.1 Napier 
En el año (1614) el noble escoces John Napier (1550 – 1617) publica la obra “Mirifici 
Logarithmorum canonis descriptio” obra en la cual trabajó 20 años, incluye tablas en las 
cuales se tiene la relación entre las progresiones aritméticas y geométricas y que sirve 
para simplificar las operaciones multiplicación, división, potenciación y radicación en 
sumas, restas, multiplicaciones y divisiones respectivamente, como lo había enunciado 
(Stifel, 1544, pág. 36), sin embargo lo realmente nuevo realizado por Napier fue intentar 
tapar los numerosos vacios que se encuentran entre las sucesiones geométricas, estas 
tienen la propiedad de que entre más alejadas están de los primeros términos más 
grandes son los espacios entre un término y otro. 
 
Para el inconveniente mencionado hay dos soluciones, la primera interpolando términos 
intermedios en la progresión aritmética, lo cual requiere cálculos que incómodos como la 
obtención de raíces que no son de fácil cálculo  y la segunda eligiendo como razón de la 
progresión geométrica un número que hiciera que los avances entre un término y otro 
sean útiles para los cálculos. La segunda fue la elegida por Napier usando como base 
0.9999999 o 1 - 10-7. 
 
Aparentemente la elección de este número está influenciada por su utilidad en los 
cálculos trigonométricos 
“… Siguió la práctica utilizada entonces en trigonometría de dividir el radio de un 
círculo unitario en 10000000 o 107 partes. Por lo tanto, si restamos de la unidad su 
107esima parte, obtenemos el número más cercano a 1 en este sistema, digamos 1-107 o 
0.9999999. Esta fue, entonces la razón común (“proporción”, en sus propias palabras) 
que utilizó Napier para construir su tabla.” (Maor, 2006, pág. 23) 
 
Además para evitar usar decimales decide Napier multiplicar por 107 con lo que obtiene 
como razón de la progresión geométrica usada . Por último se asigna 
  
 
Siendo la base de las tablas realizadas por Napier menor que 1 la progresión geométrica 
obtenida decrece, lo cual no sucedía en ninguno de los ejemplos mostrados por quienes 
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anteriormente estudiaron esta relación. Por otro lado al 0 de la progresión aritmética ya 
no le corresponde el 1. La gráfica 1 muestra el logaritmo neperiano en donde se 
encuentran las características enunciadas, su decrecimiento y el corte con el eje x. 
 
Gráfica 1-1 Logaritmos neperianos 
 
Esto implica que la primera tabla de logaritmos no corresponde precisamente a las tablas 
presentadas por sus predecesores, distinguiéndose porque las propiedades enunciadas 
anteriormente no están plenamente establecidas. Al respecto se puede decir: 
“This is still not a log function in the modern sense; that is, one that obeys the 
“laws of logarithms”. For example, we assume that . In particular 
if B=1 then , which can be true only if . In 
Napier‟s system, is well over .” (Smith & Confrey, 1994, pág. 352) 
 
Es importante resaltar que los logaritmos neperianos también han sido comparados con 
los logaritmos naturales3 pues la razón con la que se sacan términos de la progresión 
geométrica al ser escrita quitando el exponente negativo quedaría , si 
                                               
 
3
 Ver El número  como límite 
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tenemos en cuenta que  lo que indica una similitud entre estas 
expresiones, sin embargo, como se comentó anteriormente, para Napier este número 
solo fue la razón adecuada para que la progresión creciera de manera adecuada, en su 
mente no estaba el concepto de base. 
 
En 1619 se publicó “Mirifici logarithmorum canonis constructio” obra publicada de manera 
póstuma, en la cual trata de explicar geométricamente la forma en que se produce su 
tabla de logaritmos. Una explicación rápida se encuentra en (Boyer, 2003, pág. 397) 
“The line TS is the radius of the defining circle for the sine function, so T is 
assumed to be the whole sine (10,000,000,000) and S is assumed to be the sine of zero 
degrees (i.e., zero). TS has a point, d, moving down it with decreasing velocity (a 
decreasing geometric series) while the line bi has a point moving down it with constant 
velocity (and increasing arithmetic series). The logarithm of the sine dS is the number 
measuring the line bc.” 
 
Figura 1-1 "Representación de la construcción de Napier" Tomado de (Napier, 1619, pág. 15) 
1.2.2 Bürgi 
Hay evidencia de que en 1588, 6 años antes de que la idea de hacer práctica la relación 
entre la progresión aritmética y geométrica se le ocurriera a John Napier, un relojero 
Suizo Joost Bürgi (1552 – 1632) parece que tuvo la misma idea, sin embargo sus 
resultados fueron publicados en 1620 en la obra “Arithmetishe und geometrishe Progress 
– Tabulen”. Bürgi tuvo la idea también basado en la idea de la prostaféresis de la cual 
había estudiado para realizar cálculos astronómicos para Johannes Kepler y había 
desarrollado con tablas de senos más exactas, hasta 2 segundos, para mejorar los 
cálculos. 
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En las tablas creadas por Bürgi se presentan las progresiones geométrica y aritmética de 
la misma forma que en (Stifel, 1544) solo cambiando el color en las filas poniendo 
números rojos y negros, los números negros estaban en progresión geométrica mientras 
que los números rojos estaban en progresión aritmética. 
 
La razón que empleó Bürgi para su progresión geométrica fue 108(1+10-4),  esta razón al 
ser mayor que 0 hace que en la tabla las dos progresiones sean crecientes, en la tabla 1 
se muestra en notación actual la tabla de Bürgi. 
 
    
… 
0 10 20 30 
Tabla 1-1 "Tabla de Bürgi" 
 
Las diferencias en las tablas de Bürgi y Napier son muchas, entre ellas que la fecha de 
publicación, lo cual fue muy importante para que se le atribuya el descubrimiento y el 
nombre logaritmo a los logaritmos, la tabla de Bürgi al ser ascendente es más fácil de 
usar, la tabla de Napier tiene muchos más valores que la de Bürgi y por lo tanto tiende a 
ser más exacta y de donde se deduce que Napier tenía una visión de la relación 
continua. (Roegel, 2011, pág. 27) En este sentido (Smith & Confrey, 1994, pág. 340) 
escriben: 
“Even though Burgi‟s tables were practical, in that it is possible to find a 
reasonable approximation for any number in the multiplicative side, there is a conceptual 
hole in the burgi‟s work. No matter how small one makes the multiplicative ratio in 
generating such a table, there are numbers that simply will not appear. Therefore, in the 
end, this very practical work loses out aesthetically to the work of John Napier who, as we 
shall see, solved this “missing values” problem ingeniously.” 
1.2.3 Briggs 
Conociendo el trabajo de Napier, y lo que representaba para el cálculo de las diferentes 
operaciones Henry Briggs (1561 – 1631) un profesor universitario en Londres decidió 
visitar a Napier para hablar sobre su invento, este encuentro tuvo lugar en Edimburgo en 
1616 para proponerle los siguientes cambios: 
 Log (1) = 0 
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 Log(10) = 1 
 
De acuerdo con esto Briggs construyó una nueva tabla de logaritmos publicada en 
“Arithmetica logarithmica” (1624) en la cual se encuentran los logaritmos de los números 
naturales hasta el 30 000 y desde el 90 000 hasta el 100 000. Estos fueron calculados 
usando las propiedades de los logaritmos de Napier para la raíz cuadrada. A 
continuación se mostrará el método principal (Roegel, 2011, pág. 4): 
“A straightforward way to compute new logarithms from existing ones is to use the 
square root. For instance, if and  are known, then . 
The use of square roots had already been alluded to by Napier in his Construction, to 
which Briggs added some comment. 
Briggs used this method as follows. He first considered the logarithms of 2n p 10. Their 
values are actually very easy to compute: 
 
 
 
 
Briggs computed these values until n = 54, with 32 decimal places for the last values of 
the roots and 40 decimal places for the last values of the logarithms. The last entries of 
his table are 
1.00000 00000 00000 51127 65972 80129 47 
1.00000 00000 00000 25563 82986 40064 70 
1.00000 00000 00000 12781 91493 20032 35 
whose logarithms are 
0.00000 00000 00000 22204 46049 25031 30808 47263 
0.00000 00000 00000 11102 23024 62515 65404 23631 
0.00000 00000 00000 05551 11512 31257 82702 11815 
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Este método y otros basados en la interpolación se encuentran descritos en “Arithmetica 
logaríthmica” lo cual muestra una cierta tendencia a dar cuenta que los valores dados 
son aproximados, en primer lugar, y que los valores pueden tener tantas cifras decimales 
como se esté dispuesto a calcular dando un cierto halo de continuidad a todos estos 
cálculos. 
 
El desarrollo en la relación entre las progresiones aritméticas y geométricas que se da en 
este punto tiene características distintas a las exploraciones anteriores en varios 
sentidos: 
- Se establece un lenguaje más estándar para la relación entre las progresiones 
aritméticas y geométricas. 
- El desarrollo del pensamiento numérico permite explorar en la densidad de los 
números racionales para extraer una razón en la progresión geométrica que 
permita que las relaciones entre las operaciones sean adecuadas para hacer 
operaciones cotidianas. 
- El álgebra desarrollada a partir de las primeras tablas de logaritmos permiten 
sacar otros valores que ayudan a encontrar más números entre estos, 
aprovechando de nuevo la densidad de los números racionales, lo cual es 
deseable puesto que, 
- el motivo de estudio de la relación entre las progresiones aritmética y geométrica 
(ahora llamada logarítmica), aunque es estrictamente matemático, sirve para 
hacer más simples los cálculos de las operaciones multiplicación división, 
potenciación y radicación, y este hecho hace que sean abordados con mucho 
más interés. 
1.3 Área bajo la curva de la hipérbola equilátera 
En el momento histórico del descubrimiento de la regla de los logaritmos para simplificar 
el cálculo de las operaciones también se estaba gestando el desarrollo de una importante 
rama de las matemáticas, el cálculo infinitesimal. En el desarrollo del cálculo infinitesimal 
hubo bastantes hombres que dieron su aporte para calcular el área bajo diferentes 
curvas o la pendiente en un punto de estas. El área bajo la curva de todas las curvas 
buscadas en esa época, hoy conocidas como funciones polinómicas, es la conocida regla 
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de las potencias, sin embargo reconocer esta regla no fue tan fácil pues se debieron de 
las potencias, esto permitió aceptar además de las potencias naturales otro tipo de 
potencias correspondientes a otro tipo de números, lo cual terminó enriqueciendo los 
conjuntos numéricos entre otros avances. Este desarrollo será resumido de acuerdo a un 
estudio detallado sobre el desarrollo de los exponentes en el trabajo (Martinez Sierra, 
2000). 
Por otro lado había una curva de la cual no fue tan fácil dar el área bajo la curva, la 
llamada hipérbola equilátera se “resistía” a ser cuadrada, aun cuando la regla de las 
potencias cuadraba a todas las demás curvas, hasta que Saint Vincent encontró que la 
solución tenía que ver con la relación entre las progresiones aritmética y geométrica, 
ahora llamada logarítmica. 
1.3.1 Los exponentes en las ecuaciones y la cuadratura de las 
curvas 
Historia aparte merece el desarrollo de las ecuaciones polinómicas, las cuales se 
caracterizan por el mayor exponente al que tienen elevada la variable. Someramente se 
puede nombrar que en la antigüedad se consideran dichos exponentes respecto a la 
magnitud que representan, la de primer grado una línea, la de segundo grado un 
cuadrado como representante de una superficie y la de tercer grado un cubo como el 
representante de un volumen. A partir de la resolución de las ecuaciones de tercer y 
cuarto grado se pensó en encontrar soluciones a las ecuaciones de grado más alto. 
 
Otro aspecto importante a considerar es la necesidad de cuadrar ciertas curvas, en otras 
palabras, hallar el área bajo estas curvas se volvió importante, ya que, Galileo (1564 – 
1642) en “Las dos nuevas ciencias” (1638) demostró que la curva que da la distancia con 
respecto al tiempo era el área bajo la curva de la velocidad. Por esto muchos 
matemáticos de la época como Cavalieri, Wallis, Fermat, pascal y Roverbal intentaron 
cuadrar diferentes curvas. 
 
Según (Wussing, 1998) Cavalieri hacia 1647 consiguió demostrar que 
 para n ={2,… ,9}.  John Wallis (1616 – 1703) y Pierre de Fermat (1601 – 1665) 
consiguieron demostrar de forma independiente que la fórmula anterior funciona para 
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todos los naturales, para las fracciones y para los negativos. Hasta aquí se ha podido 
cuadrar todas las parábolas y algunas hipérbolas.4 Luego se pudo cuadrar las hipérbolas 
a excepción de la hipérbola equilátera. 
1.3.2 Saint Vincent y Sarasa 
En el siglo XVII se volvió importante el problema de cuadrar una curva, pero la hipérbola 
equilátera no podía cuadrarse como todas las demás. Gregoire Saint Vincent (1584 – 
1667) y su alumno Alfonso Antonio e Sarasa (1618 – 1667) lograron hallar el área bajo la 
hipérbola rectangular y Saint Vincent lo publicó en el libro “Opus geometricum quadrature 
circuli et sectionum coni” (1647)  donde este pretendía haber podido cuadrar el círculo. 
 
En el trabajo de Saint Vincent queda sentado (en la escritura actual) que si f(a,b) designa 
el área de un segmento hiperbólico , la proporción  lleva a 
que f(a’,b’) = nf(a,b), es decir cuando las abscisas están en progresión geométrica, las 
áreas están en progresión aritmética, y a lo cual Sarasa añade la observación que las 
áreas pueden tomarse como logaritmos. (Ferreira, 2008)  
 
La solución de este problema genera los siguientes avances en el desarrollo del 
concepto de logaritmo: 
- Concebir un contexto geométrico para el estudio de las características de la 
relación logarítmica 
- El estudio de la base de esta relación logarítmica genera una nueva base que 
hasta el momento no había sido considerada. 
- Conectar el estudio de la relación logarítmica con el estudio del cálculo. 
 
Esto le da un estatus a la relación logarítmica importante para que sea objeto de estudio 
matemático, no solo como una herramienta, esto se retomará en el siguiente apartado, 
también es importante observar que aún está ausente la relación entre los exponentes y 
los logaritmos. 
                                               
 
4
Parabolas e hipérbolas no eran definidas en el sentido actual, las parábolas respondían a la 
expresión mientras las hipérbolas eran las que respondían a la expresión  
(Martinez Sierra, 2000, pág. 22) 
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1.4 Analítica 
En este punto la relación logarítmica se ha vuelto importante para el cálculo de 
operaciones y para el cálculo infinitesimal de maneras distintas e inesperadas por los 
matemáticos. Casi simultáneamente se encuentran más usos y aplicaciones de esta 
relación y por tanto se vuelve objeto de estudio de los matemáticos y la forma de resolver 
problemas cotidianos. 
 
James Gregory (1638 – 1675), Pietro Mengoli (1625 – 1686), Christiaan Huygens (1629 – 
1695), Nicolaus Mercator (1620 – 1687), Isaac Newton (1642 - 1727), Gotfried Leibniz 
(1646 – 1716), Johann Bernoulli (1667 – 1748), Jacob Bernoulli (1654 – 1705), Leonard 
Euler (1707 – 1783), entre muchos otros hicieron investigaciones que tenían que ver con 
la relación logarítmica como una curva o como forma de modelar situaciones, en este 
sentido, dicha relación deja de ser una herramienta para resolver problemas y se 
convierte en un objeto de análisis.  
1.4.1 Avances en el estudio de la relación logarítmica 
En 1659 Pietro Mengoli publica el libro “Geometriae Speciosae Elementa” que en el 
capitulo V “Propriis Rationum logarithmis” lo dedica a la relación logarítmica tanto en los 
cálculos de los logaritmos como en la hipérbola rectangular, luego en 1670 publica 
“Speculationi di música” en el cual usa los logaritmos para justificar la teoría auditiva, en 
especial la teoría musical. Siendo este uno de los primeros incorporamientos de la 
relación logarítmica en el modelamiento de situaciones naturales. 
 
En 1661 Huygens definió la curva logarítmica como la curva definida en las abscisas por 
la progresión aritmética y en las ordenadas por la progresión geométrica, la curva que 
llamó logarítmica en su momento, es la que conocemos por función exponencial que en 
escritura actual tendría la fórmula , en el estudio de la tangente de la curva 
logarítmica se da cuenta de que es la misma salvo una constante, debido a esto calcula 
el logaritmo en base 10 de e con 17 cifras decimales, sin embargo esta aparece como 
una constante sin nombre en sus cálculos referentes a la hipérbola rectangular.  
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Otro trabajo con respecto a los logaritmos se debe a Nicolaus Mercator quien en 1668 
publicó “Logarithmotechnia”, el cual contiene la expansión en series de la expresión 
. En este trabajo Mercator nombra a la relación 
logarítmica hallada en la hipérbola equilátera como natural. 
 
La serie encontrada por Mercator se volvió importante porque a partir de ella se puede 
calcular los valores de los logaritmos naturales siempre relacionados con el área bajo la 
curva de la hipérbola equilátera, es así que en 1676 Isaac Newton usa esta relación para 
calcular diferentes áreas bajo esta hipérbola. 
1.4.2 El número e y el interés compuesto 
Aun no ha surgido el número  definido como , de hecho no se ha 
calculado, ni se han discutido sus características, si es un número racional o irracional.  
 
Una aproximación viene de una situación cotidiana, a partir del año 1683 Jacob Bernoulli 
empieza a estudiar el problema del interés compuesto, el cual ha aparecido en la historia 
económica desde los babilonios, pero haciendo que el tiempo sea continuo en la fórmula 
lo cual lo llevaría a considerar la que hoy es la función exponencial estudiada en 
“Principia Calculi Exponentiallum seu Percurrentium“ (1697) en el que trabaja varias 
series exponenciales y llega a la conclusión de que cuando n tiende a infinito en la 
expresión de la fórmula del interés compuesto, si la tasa de intereses es el 100% el 
número está entre 2 y 3. Esta nueva fórmula será de vital importancia para el cálculo del 
número e.  
1.4.3 La inversa de la curva logarítmica 
Hacia 1690 el cálculo diferencial e integral había sido desarrollado y dispersado en la 
Europa continental en la forma en que Leibniz lo estudió y presentó hacía 1675. También 
es uno de los primeros en considerar que el exponente de una expresión puede ser 
variable. 
“It was Leibniz who first introduced variable exponents. In 1679 he wrote to 
Christiaan Huygens about the equation , which can easily be “seen” to have a 
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solution , but for which none of the known methods of solution of equation applied”. 
(Bos, 1995, pág. 7) 
 
Leibniz sigue estudiando este tipo de expresiones introduciendo el nombre de 
trascendentes “porque pasan por todos los grados” (Bos, 1995, pág. 9), además les da 
métodos de solución en los cuales usa los logaritmos de manera algebraica. 
 
En 1694 Bernard Niewentijt (1654 – 1718) publica un artículo en el cual indica que el 
cálculo diferencial e integral desarrollado por Leibniz no resuelve las ecuaciones de tipo 
logarítmico, como respuesta Johann Bernoulli le envía a Leibniz su solución a las 
derivadas de la curva logarítmica entre otras del mismo tipo, y Leibniz publica en 1695 la 
respuesta a Niewentijt en la cual explica como hallar la derivada de la curva logarítmica y 
explica que Bernoulli la halló de una forma distinta a la que el presenta. Esta solución en 
la escritura actual sería la siguiente:  lo cual implica una 
relación entre la llamada curva logarítmica, que como se había dicho se refiere a la 
función exponencial. 
 
Es importante resaltar que Bernoulli en el trabajo que le presentó a Leibniz y que luego 
publicaría en 1697 “Calculus Percurrens” trabajo en el cual por primera vez aparece una 
definición de curva logarítmica diferente a la de relación entre la progresión aritmética y 
geométrica, esta es “A Logartihmica is a curve whose subtangent  (along an axis as in 
Graph 1 - 2) is constant.” (Bos, 1995, pág. 9). 
 
Gráfica 1-2 "Curva logarítmica" 
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De esta forma los logaritmos han pasado de la relación entre la progresión aritmética y 
geométrica al escenario del álgebra y el cálculo, abriendo las conexiones a conceptos 
que particularmente se volverán parte esencial de las matemáticas de los siglos 
posteriores. 
 
Ya hay una cierta relación entre los exponentes y los logaritmos, pero no se considera la 
base en ninguno de los casos. Aun no se hace claridad entre la diferencia y las 
semejanzas de la curva logarítmica y la exponencial, pues hasta ahora se reconoce a la 
exponencial en los trabajos de Bernoulli con respecto al interés simple. 
1.5 Formalista 
La etapa formalista (Ferrari, 2008, pág. 15) se caracteriza por la incorporación de los 
logaritmos en el aparato de las matemáticas.  
 
El establecimiento de una noción de función por parte de Leonhard Euler (1707 – 1783) 
genera que las curvas conocidas adquieran una correspondiente escritura analítica, entre 
ellas la curva logarítmica, esto produjo que se observará la relación entre los exponentes 
y los logaritmos, en la observación de las funciones exponencial y logarítmica, la una 
como la inversa de la otra. 
“That logarithms flow naturally from the exponential symbol was not observed until 
much later. It was Euler who first considered logarithms as being indices of powers.” 
(Cajori, 1919, pág. 188) 
También Euler desarrolla el número e como serie basado en la que se desarrolla a partir 
del interés compuesto  y da una nueva que converge más rápido en e. 
. 
 
Descubierta su relación con los exponentes solo falta establecer el número  para definir 
la función exponencial y con ella la función logaritmo natural, y le dará un estatus formal 
a las dos funciones encontrando que  tiene por derivada a ella misma. También 
el establecimiento del número e y de las relaciones entre la función exponencial y 
logarítmica contribuyen a que se establezcan las expresiones de las aplicaciones de 
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estas como la espiral logarítmica y la catenaria, que ya habían sido estudiadas por 
algunos de los matemáticos mencionados. 
 
También se desarrolla el concepto de logaritmo de los números negativos con lo cual 
expande el uso de los logaritmos y además se descubre la relación de estos con las 
fórmulas trigonométricas, esta relación se establece en la fórmula de Euler: 
, y con esta le da a la formula . 
 
Por otro lado se hace uso de la función exponencial y de la función logarítmica en el 
modelamiento de numerosas situaciones presentes en la naturaleza, las cuales se 
discutirán en 2.9. 
 
A partir de esto el desarrollo del concepto logaritmo se ve ampliamente ligado a muchas 
ramas de las matemáticas pero sobre todo al desarrollo del cálculo pues se compara la 
importancia de  a la geometría con la importancia de  al cálculo (Maor, 2006).  
 
 
 
 
 
 
  
 
2. Componente disciplinar 
En este apartado se pretende realizar una construcción formal del concepto de logaritmo 
y función logarítmica que muestre los aspectos básicos más relevantes de estos 
conceptos. En primer lugar se trata la definición y las generalidades analíticas de la 
función logarítmica, luego se pasa un contexto geométrico en el cual se desarrolla la 
posibilidad de contextualización de la función logaritmo y por último se desarrollan 
particularidades de las funciones logarítmicas como la función logaritmo natural, y las 
funciones logaritmos en otras bases.5 
2.1 Propiedades de la función logarítmica 
2.1.1 Definición de función logarítmica 
Una función  se llama una función logarítmica cuando tiene las siguientes 
propiedades: 
a. Sean  es decir que L es creciente.  
b. Sean   
2.1.2 Inyectividad 
Una función logarítmica  es siempre inyectiva, es decir, números positivos 
diferentes tienen logaritmos diferentes. 
Demostración: Sean  y , entonces o  o . Por 2.1.a. resulta que 
en el primer caso que  y en el segundo caso . En cualquiera de 
los casos de  se llega a la conclusión de que . 
                                               
 
5
 Es retomado de (Lima, 1996) 
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2.1.3 Logaritmo de 1 
El logaritmo de 1 es 0. 
Demostración: Por 2.1.b.  , entonces . Se requiere 
que logaritmo de 1 sea igual a 0 porque el único número que sumado con el mismo da 0, 
es el mismo es 0. 
2.1.4 Logaritmos positivos y negativos 
Los números mayores que 1 tienen logaritmos positivos y los números menores que 1 
tienen logaritmos negativos. 
Demostración: sea  tal que , entonces .  
2.1.5 Logaritmos de números mayores que 0 y menores que 1 
Para todo , se tiene  
Demostración: Dado que  resulta que  por lo que 
. 
2.1.6 Logaritmo de la división de dos números 
Para cualquier  se tiene que  
Demostración: En efecto .  
2.1.7 Logaritmo de la potenciación de dos números racionales 
Para todo  y todo  se tiene  
Demostración: En primer lugar se observa que la propiedad 1.1.b. se extiende para 
cualquier producto, esto en general es cierto si se extiende la propiedad asociativa de la 
adición y la multiplicación en .  En efecto 
 
En particular 
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Y se tiene la propiedad para . 
Considérese el caso en que , es decir, n es un entero negativo. Entonces 
para todo  se tiene que . Luego 
 
Y por tanto 
 
Por último, el caso general, en el que , donde . Por propiedades de la 
potenciación se tiene 
 
Luego  como se probó arriba. De esta igualdad 
 resulta que , es decir,  
2.1.8 Cotas de la función logarítmica. 
Una función logarítmica  es ilimitada superior e inferiormente. 
Demostración: Para probar que  es ilimitada superiormente, veamos que dado 
un número real  en  y que existe un número  tal que . En efecto: Se 
toma un número natural n tan grande tal que . Como  es positivo (por la 
propiedad 2.1.4) se tiene que . Usando 2.1.5 se ve que . Por 
lo tanto . Por esto si se elige  se tiene  de lo que se concluye que 
 es ilimitada superiormente. 
De la misma forma se puede probar que  es ilimitada inferiormente, usando 
. Dado un número real , existe . Entonces tomando se tiene 
. 
2.1.9 Logaritmo de 0. 
Una función logarítmica  no puede ser definida para ,  
Demostración: para todo  se tiene que  Donde 
. De esta forma  sería idénticamente nula, contrariando la propiedad 2.1.1.a.  
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2.1.10 Dadas dos funciones logarítmicas sus valores solo 
difieren en una constante 
Dadas las funciones logarítmicas , existe una constante   tal que 
 para todo .  
Demostración: Supóngase que hay un número  tal que  Se probará 
entonces que  para todo . En primer lugar del hecho anterior se tiene 
 para todo  racional. En efecto , 
Supóngase que existe un  tal que , particularmente . Se 
elige un número natural n tan grande que 
 
Entonces 
 
Se escribirá . Los números dividen  en intervalos yustapuestos de 
longitud . Como  por axioma de Arquímedes se tiene , 
ahora 
 
Como  es creciente, la primera de las desigualdades implica que . Por otro lado 
como M también es creciente la segunda desigualdad implica que , lo cual es una 
contradicción. 
2.1.11 Sobreyectividad 
Toda función logarítmica  es sobreyectiva, esto es, dado cualquier número real , existe 
siempre un único número real positivo  tal que  
Demostración: Debe demostrarse primero que todo intervalo contiene al valor de un 
logaritmo. 
Lema: Sea  una función logarítmica. Dados arbitrariamente dos números 
reales , existe  tal que  
Demostración: Fijemos un número natural  , entonces . Sea 
. Esto implica que los múltiplos enteros 
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Descomponen la recta real en intervalos yuxtapuestos de longitud  . Por lo 
tanto por lo menos uno de esos múltiplos  cae en el interior del intervalo 
. Puesto que  se tiene que . 
 
Dado arbitrariamente un número real , debemos obtener un número real positivo tal que 
. Sea   en su representación decimal, se mostrará que 
. 
Para determinar la parte entera  debe existir  entero tales que . Sea  el 
menor entero tal que . entonces  
Considérense los números 
 
Como , deben existir dos elementos consecutivos  y  en 
esa secuencia, tales que , es decir, debe existir  entero con 
, tal que 
 
Y se tiene que  
 
Análogamente se puede encontrar que existe  entero con  tal que 
 
Y se tiene que  
 
En general se tiene la representación decimal del número real  
 
Tal que, para  se tiene 
 
Para todo  
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Si  por el lema demostrado . Como  es creciente esto implica 
que . Entonces, tomando  tan grande que  tendríamos , 
entonces 
 
Como  es creciente, de la parte derecha de la desigualdad anterior se tendría 
 
Lo cual es una contradicción pues se había considerado que  fue obtenido de forma que 
. Una contradicción análoga se puede obtener si se considera  
2.1.12 Biyectividad 
Toda función logarítmica  es una correspondencia biunívoca (biyección) entre 
 y . 
Demostración: Una función es biyectiva cuando esta es inyectiva y sobreyectiva, las 
funciones logarítmicas son inyectivas (2.1.2) y sobreyectivas (2.1.11) por lo tanto también 
son biyectivas. 
Esto indica que toda función logarítmica da origen a una tabla de valores que puede ser 
leída tanto de izquierda a derecha como de derecha a izquierda. 
2.1.13 Base 
Por 2.1.11 se tiene que dada una función logarítmica existe uno y solo un número  
6 tal que  porque L es una función biyectiva. Este número es llamado base 
del sistema de logaritmos  y se denota como . 
 
Sean  y funciones logarítmicas de diferentes bases, por  la definición anterior 
 por 2.1.10 existe un número  tal que  , si  
entonces . Por lo tanto se tiene 
 
                                               
 
6
 Por 2.1.1 si la base es uno la función no es creciente. 
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2.2 Hipérbola equilátera 
En el apartado anterior se definieron las funciones logarítmicas y sus diferentes 
propiedades, pero no se dio ningún valor particular, ni se definió una función logarítmica 
en particular. Por otro lado la función logaritmo natural es una función muy importante en 
el desarrollo de diversos contextos. En esta y en las 2 siguientes secciones se dará 
valores a una función logarítmica, en particular la función logaritmo natural. 
2.2.1 Área de la sección de la hipérbola  en el intervalo   
Sea H la parte positiva de la gráfica de la función , es decir,  
Geométricamente esta función está contenida en el primer cuadrante. 
 
 
Gráfica 2-1:  
Es importante resaltar que en la función 
 todos los rectángulos que tienen 
por diagonal el segmento que forman el 
origen y el punto  tienen la misma 
área, . En general los rectángulos que 
tiene por diagonal el segmento que 
forma el origen y el punto  de la 
función  tienen la misma área, . 
 
Una sección de la hipérbola se obtiene cuando se fijan dos abscisas y se toma la región 
del plano limitada por la parte del eje X entre las abscisas las perpendiculares al eje X 
que pasan por estas y por la hipérbola. Sean las abscisas a y b esa región tendrá el 
símbolo . 
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Gráfica 2-2 "La región sombreada es la sección " 
 
De esto se puede concluir que la sección . La 
finalidad de esta parte es encontrar el área de la sección enunciada, para lo cual se 
usara el método de rectángulos inscritos y circunscritos. 
 
Para poner rectángulos circunscritos en esta sección de hipérbola es necesario poner 
puntos intermedios entre a y b, sean estos los puntos c, d, y e. los cuales no tienen que 
ser equidistantes y se organizaran de la forma . La perpendicular 
levantada sobre cada uno de estos produce un punto de corte con la hipérbola, este 
produce rectángulos como lo muestra la gráfica 2-3. 
 
Gráfica 2-3 "Rectángulos inscritos en las sección de parábola " 
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Entre más puntos intermedios se pongan mejor será la aproximación, además el valor del 
área si los rectángulos son inscritos o circunscritos tiende a un mismo número. 
 
Gráfica 2-4 "Rectángulos circunscritos en la sección de hipérbola " 
2.2.2 Propiedad fundamental 
Considérese la sección de hipérbola  con 5 rectángulos circunscritos como en la 
gráfica 2- 3 y una sección de hipérbola en el cual cada punto corresponde con el escalar 
por k, como se indica en la figura 2-5. 
 
 
Gráfica 2-5 "Rectángulos inscritos en las secciones de hipérbola  y " 
El área del polígono inscrito en el intervalo (a, b) es . Por otro lado el 
área del polígono inscrito en el intervalo (ka, kb) es 
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, lo cual quiere decir que el área de los 
polígonos inscritos en los intervalos (a, b) y (ka, kb) son iguales. 
 
De la misma forma teniendo las secciones de hipérbola  y se puede decir también 
estas son iguales, dado que tanto la primera como la segunda son 
 por lo que se enuncia: “para todo 
número real k>0, las secciones de hipérbola  y  tienen la misma área.” 
 
Teniendo en cuenta la igualdad anterior se puede encontrar que  =  por la 
propiedad fundamental del área bajo la curva de la hipérbola equilátera y multiplicando 
por 1/a. Nombrando  se tiene que  
. (i) 
 
Teniendo en cuenta que el área es representada como un número real se dirá que 
 y que  (ii) 
 
Dadas las igualdades anteriores y si  y  . Por (a) se tiene que , y 
además 
 (iii) 
 
 
Gráfica 2-6 "Secciones  de hipérbola  y  donde a<1<c 1<a<c" 
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Considérese la gráfica 2-6 en la cual aparecen las gráficas para las secciones  y  
donde  y  
 
Teniendo estas igualdades podemos hacer las siguientes comparaciones y manipulando 
la igualdad (iv) se tiene: 
i)    
ii)      
 
Y por tanto las áreas de las secciones de la hipérbola  se comportan como 
funciones logarítmicas. 
2.3 Logaritmos naturales 
En el apartado anterior se mostró que las secciones de hipérbola se comportan como la 
función logarítmica, ahora se debe responder a la pregunta ¿qué base tiene ese tipo de 
logaritmos? O en otras palabras encontrar x en . Para esto se define , 
por lo tanto  
i)  puesto que  
ii)    puesto que  
 
Además, sean  y , entonces existe un  tal que , de aquí se 
sigue que  y por como  entonces . Con lo 
cual se prueba que logaritmo natural es una función creciente y por tanto una función 
logarítmica. De aquí en adelante se tienen todas las propiedades demostradas para 2.1. 
2.3.1 El número  
Habiendo definido la función  se debe aún responder a la pregunta enunciada 
en la sección pasada para encontrar la base del sistema de logaritmos generado por la 
hipérbola . Para esto la base se define por la letra  que es la base de estos 
logaritmos. 
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Gráfica 2-7 "ln(x)=1" 
 
La gráfica muestra que el valor de  está entre 2.6 y 2.8, el valor aproximado con 10 
cifras de  es 2.7182818284. En la parte 2.7 se mostrará que  es irracional y se hará 
una aproximación a la trascendencia de los números generados por la función logaritmo, 
cuando estos no son racionales. 
 
El número  cumple una función primordial en los logaritmos naturales, y por supuesto en 
la función inversa, la función exponencial. Antes de que la función exponencial sea 
definida es necesario saber que significa la expresión  donde  . 
 
Sea , se tiene si y solamente si  .  
 
En efecto, si , entonces , pues  De forma recíproca 
sea , un número real tal que . Como l )=r y  es una función biyectiva 
se concluye que .   
2.4 Función exponencial 
Dado ,  es el único número positivo cuyo logaritmo natural es x. Dado que todas 
las funciones logaritmo son biyectivas el número mencionado existe y es único. 
 
 
Haciendo referencia a la hipérbola ,  es la abscisa que se debe tomar para 
que la sección de hipérbola  tenga área . 
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Teniendo en cuenta la definición de  que se hizo en la parte 2.3.1. si se tiene que 
 donde  se puede escribir  lo que indica la definición hecha de la 
potenciación de  coincide con la usual. 
 
Se tiene que  tiene sentido para todos los reales positivos, mientras que  tiene 
sentido para todos los reales, dado que el rango de  son todos los reales, sin 
embargo como el dominio de  son los números reales positivos, luego el rango de 
 son los reales positivos. 
 
En este mismo sentido, definida la función exponencial para todo  se puede 
calcular 
 
 
Por lo tanto calcular el logaritmo natural de la función exponencial equivale a calcular la 
función exponencial del logaritmo natural, por ello se dice que la función exponencial es 
la función inversa a logaritmo natural. 
 
Otra característica importante de la función exponencial es la de su crecimiento, es decir, 
si se tiene  entonces  puesto que  y  solo son iguales si 
, y  si  por lo tanto se tiene que la función exponencial es 
creciente. 
 
Debido a las propiedades de los logaritmos se tiene la siguiente propiedad de la función 
exponencial: 
“Para todo  se tiene que ” 
 
En efecto si se toma el logaritmo natural de la expresión de la izquierda se tiene: 
 
 
Por lo tanto  es un número real cuyo logaritmo natural es , y por lo tanto 
. 
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Para realizar la gráfica de la función exponencial es deseable saber que 
 y . Para el primer límite se debe recordar que  es el área de la 
sección de hipérbola , por lo tanto cuando  esta sección está contenida en un 
rectángulo de altura 1, con base el segmento . El área de este rectángulo vale 
. De esto se sigue que el área de la sección de hipérbola es menor que la del 
rectángulo, por lo tanto , y por tanto para todo . De esto se 
puede concluir . 
 
Para el segundo límite sea  Entonces 
 
 
Basándose en estos límites y en que la función exponencial es la inversa de la función 
logaritmo natural se puede realizar un esbozo de la gráfica de amabas funciones. 
 
En la gráfica 2-8 se ve que el par ordenado  en una de las gráficas es simétrico 
con respecto a la recta y=x en la otra gráfica, es decir está a la misma distancia de 
 
 
Gráfica 2-8 "Función logaritmo natural y función exponencial" 
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2.5 Cambio de bases 
Se ha construido un sistema de logaritmos, a partir de la relación entre las secciones de 
la hipérbola equilátera, sin embargo esta misma relación se encuentra en otras 
hipérbolas con las mismas características, es decir, en las hipérbolas de la forma 
. 
 
Considérense las hipérbolas  y  y llámense a las secciones de estas hipérbolas 
 y  como aparecen en las gráfica 2-9. 
 
El área de pues sea un rectángulo con base en el intervalo  contenido en 
 el rectángulo inscrito en la hipérbola  es igual a  mientras que el 
rectángulo inscrito en la hipérbola  tienen un área de , por esta razón el 
polígono inscrito en la hipérbola  tiene un área igual al limite 
. 
 
Gráfica 2-9 "Secciones de hipérbola  y " 
 
La hipérbola  genera un nuevo sistema de logaritmos igual a logaritmo natural a 
excepción de una constante k, si se define , por lo que se acaba de mostrar 
se tiene  .  
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Si la base de este nuevo sistema de logaritmos es un número  entonces log(a)=1, 
luego  y se tiene que 
 
 
Y la notación para este logaritmo será . 
 
La manera en que se definió , pero también se puede escribir como 
, donde . 
 
En el capítulo 1 de este trabajo se describió la tabla de logaritmos de Napier como una 
tabla decreciente pues la base elegida por Napier es menor que 0, sin embargo la 
definición que se dio en la parte 2.1 de este capítulo puso como condición que los 
logaritmos sean una función creciente. La operatividad de los logaritmos descrita en la 
parte 2.1 puede salvar esta dificultad, e incluso la definición de los logaritmos puede ser 
hecha como función decreciente, obteniendo propiedades parecidas a las mostradas. 
 
Teniendo en cuenta lo anterior se puede verificar que 
 
 
Obteniendo que los sistemas de logaritmos definidos como las secciones de hipérbola 
 cumplen con la definición de la parte 2.1.1.  
 
Como se mostró en la parte 2.1.13  por esta regla se puede hacer la 
siguiente definición: Dados  y  la potencia  es el único número real tal que 
. 
 
Dado que  está definido para cualquier real x se puede calcular su logaritmo en 
cualquier base  
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En particular para  se tiene que , por lo que  indica el exponente 
al que se debe elevar la base con el fin de obtener un número  conocido, lo cual implica 
la definición tradicional de logaritmo. 
 
Por otro lado la fórmula  dice que  es el exponente al cual se debe 
elevar e para obtener  y por lo tanto se tiene . Con lo cual se define la 
función exponencial de base .  
 
Esta definición de las funciones exponenciales garantiza que su cálculo queda definido 
para cualquier número real, esto dado que si el exponente  es un número natural su 
cálculo puede ser fácilmente por medio de la multiplicación  veces de , en el caso de 
que el exponente sea negativo se tiene el inverso multiplicativo de la multiplicación del  
veces de , en el caso de los exponentes racionales  se puede llevar a la forma , 
pero si el exponente es irracional (algebraico o trascendente) no se tiene un referente 
como  o este al ser tratado como a la función  se puede resolver para toda x 
como  donde la operación anterior tiene una respuesta. 
 
La función exponencial  se nombrará de ahora en adelante función exponencial 
natural. La función exponencial de base  cuenta con las mismas propiedades 
enunciadas para la exponencial natural, con una definición análoga, con la propiedad 
 y siendo la inversa de la función . Las gráficas de las funciones 
exponencial y logarítmica de base a tienen las mismas características de la exponencial y 
logarítmica natural. 
2.6 Logaritmos decimales 
Cómo se vio en la parte 1.2.3 los logaritmos decimales aparecieron como una forma de 
mejorar las tablas de Napier y volverlos más funcionales en la tarea de realizar cálculos 
adaptándolos al sistema de numeración que hasta el día de hoy se usa.  
 
La notación usual para el sistema de logaritmos base diez o comunes es  
para todo . Por otro lado la función exponencial de base diez es muy importante 
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porque con base en esta se caracteriza la notación científica, de modo que un número 
como la distancia en km de la tierra al sol puede expresarse de dos formas 149 597 871 
km o 1.49 x108 km, en notación normal y en notación científica respectivamente. 
 
Un número  es escrito en notación científica si  donde , lo 
cual aplicando la operación logaritmo se convierte en 
, dado que se está trabajando en 
logaritmos decimales se tiene  
2.6.1 Característica, mantisa y antilogaritmos 
Dado que en el número ,  entonces 1. Con esto 
claro se define al número  como la mantisa y al número  como la característica 
del número . 
 
 
Lo cual indica que para sacar el logaritmo común de un número basta con escribirlo en 
notación científica, ubicar en la tabla su mantisa y restarle la característica, que por 
definición es un número natural. 
 
Para realizar las operaciones multiplicación, división, potenciación y radicación basta con 
seguir las indicaciones descritas en las partes anteriores: 
 
 
 
 
 
Con esto se tiene un número que al buscarse en la tabla indica el logaritmo de la solución 
buscado. Para finalizar el cálculo se busca el antilogaritmo de este valor, es decir, en 
cada uno de los casos la respuesta es: 
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2.6.2 Interpolación lineal 
Aunque, por  ejemplo, la tabla de logaritmos de Briggs tiene características que la hacen 
bastante exacta por su número de valores decimales, hay una forma de hacer  que el 
resultado sea aún más exacto por el método de interpolación decimal. Este método hace 
una aproximación del valor del logaritmo de un número dados otros dos muy cercanos a 
el, por medio de una línea recta que pasa por los logaritmos ya conocidos.  
 
Es bien conocido que la línea recta no es la gráfica que le corresponde a las funciones 
logaritmos pero como se ve en el grafico 2 – 10 el valor correspondiente se acerca más 
que cualquiera que los valores dados. 
 
Gráfica 2-10 "Interpolación lineal" 
 
Sean  números reales, por ser la función logaritmo una función creciente 
 por semejanza de triángulos en el gráfico 2 -10 se tiene 
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Al despejar  
 
Donde  es una aproximación por interpolación lineal de  
2.7 El número  como límite 
En una sección anterior se había mencionado al número  como el límite de la sucesión 
 cuando n tiende a infinito, producto de la exploración matemática del interés 
compuesto y por supuesto como consecuencia de las exploraciones del cálculo en el que 
se encontró la importancia de este número. A continuación se encontrará la demostración 
de que este límite tiende a . 
 
Se probará que , para ello teniendo en cuenta que existe  tal que 
 se tiene que . 
 
Supongase que  por tanto  es el área de la sección de la hipérbola 
rectangular desde  hasta  cuya base mide  y la altura es . El área de esta 
sección rectangular es , por lo tanto . Dividiendo ambos miembros de la 
desigualdad se tiene que  que por las propiedades de los logaritmos se 
reescribe como  
; cuando .  (i) 
 
Por otro lado el área de la sección de la hipérbola rectangular desde  hasta  es 
mayor que el rectángulo de base  de altura  cuya área es , por tanto siguiendo el 
proceso anterior , al dividir entre  la desigualdad se tendrá  y 
al aplicar las propiedades de los logaritmos , que se puede reescribir 
como  
; cuando   (ii) 
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Al juntar las desigualdades (i) y (ii) se obtiene la nueva desigualdad 
; cuando  
 
De esta desigualdad, al revisar el miembro de la izquierda si  tiende a  se tendrá 
 por lo tanto 
; cuando  
 
Que significa que el límite es correcto cuando los valores de x son positivos. Deja el caso 
en que , es decir, cuando . 
 
Si , entonces  luego el área de la sección de la hipérbola rectangular 
estará en el intervalo  tendrá valor . Está contiene un rectángulo cuya 
base es  y cuya altura es , el cuál tiene de área . Por lo tanto se tiene la 
desigualdad   (iii). 
 
De la misma forma se puede decir que el área de la sección de la hipérbola rectangular 
que está en el intervalo  está contenida en el rectángulo de base –  y altura 
por lo tanto se tiene la desigualdad  (iv). 
 
De las desigualdades (iii) y (iv) se puede armar la nueva desigualdad 
 
 
Dividiendo la anterior desigualdad entre – , teniendo en cuenta que por la elección de  
este es un número positivo, se tiene 
 
 
Aplicando las propiedades de los logaritmos 
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Reescribiendo 
 
 
Y haciendo tender  a  se tiene que  
; cuando  
 
Esto implica que  
2.8 Números trascendentes. 
Los logaritmos pueden ser vistos como el resultado de la operación logaritmación la cual 
dados dos números  llamados base y potencia se debe encontrar el exponente, de esta 
forma es definido en numerosos libros de texto (Ferrari & Farfan, 2008). En los apartados 
anteriores se han discutidos las características de la función logarítmica pero no se ha 
hablado sobre el tipo de números que produce esta operación.  
 
Se discutirán los tipos de números que produce la operación logaritmación desde el 
punto de vista de los conjuntos numéricos usando los resultados que se muestran en   
(Niven, 1961).  
 
La operación   da por resultado un número racional si  es una potencia de . Por 
el teorema fundamental de la aritmética el resultado de esta operación será el producto 
del número de factores repetidos en la descomposición. 
 
En el caso contrario la operación  da como resultado un número irracional, de 
nuevo por el teorema fundamental de la aritmética se puede probar que el número es 
irracional como se verá a continuación. 
 
Por ejemplo, para probar que  es irracional, se supone que  es racional lo cual 
indica que . Elevando ambos miembros a la potencia b, se obtiene 
, pero  no tiene factores 5 por el teorema fundamental de la aritmética, y por lo 
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tanto se llega a una contradicción, luego  es irracional. De la misma forma se puede 
demostrar que el logaritmo de cualquier número que no sea potencia de la base es 
irracional. 
 
También es posible clasificar que el logaritmo de un número que no es potencia de la 
base es un número trascendente. Demostrar de forma rigurosa este hecho no es el 
objetivo de este trabajo, sin embargo debido a la prueba del séptimo de los problemas de 
Hilbert, ¿Es  trascendental, siendo a ≠ 0,1 algebraico y b irracional algebraico? El cual 
se demuestra en el teorema de Gelfond-Schneider, si  da por resultado un 
número trascendente entonces  es irracional algebraico, pero  es racional, y se probó 
que  es irracional, pero no puede ser algebraico luego es trascendente. 
 
En el mismo sentido la función  donde , solo es posible con la definición 
de función logarítmica y logaritmos. 
2.9 Aplicaciones 
En el capítulo anterior se abordaron dos aplicaciones de los logaritmos a partir de las 
cuales se produjeron avances en la comprensión de estos. En este apartado se 
mostraran algunas aplicaciones de acuerdo a como se abordan los logaritmos desde 
cada contexto 
2.9.1 La relación entre progresión aritmética y geométrica 
En acústica se diferencia la intensidad física y la intensidad auditiva pues la primera es 
una medida física que relaciona la potencia con la que emite energía una fuente sonora y 
el área que esta cubre, mientras que la segunda es la sensación percibida por el oído 
humano. 
 
La fórmula que relaciona la intensidad auditiva ( ) con la intensidad física ( ) es: 
 Donde  es la intensidad física mínima que percibe un humano. Esta fórmula 
corresponde a la ley de Weber – Fechner, la cual indica que para que un ser humano 
perciba un estímulo en progresión aritmética este debe ser aumentado de manera 
geométrica cuando se toma físicamente. 
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En la intensidad física y auditiva esto implica que para que la intensidad sentida por un 
ser humano aumente de uno a dos en una escala de medición, la intensidad física inicial 
debe ser duplicada. La ley de Weber - Fechner se aplica a muchos otros fenómenos de 
percepción sensorial aplicando el mismo principio. 
 
Este mismo tipo de formula se da en el fenómeno de la presión atmosférica, esta presión 
a una altura h es el peso de una columna estática de aire de sección recta unitaria cuya 
base es horizontal, tiene una altura  y posee un área igual a 1. A medida que aumenta 
la altura h la presión atmosférica disminuye, no solamente porque la columna de aire 
disminuye sino porque el aire pesa menos. Esto indica que dada la presión a una altura 
referencia (tal altura referencia es la presión a la altura al nivel del mar) se puede 
buscar la presión  con la formula  como en el caso de la intensidad física. Esto 
mismo sucede con la escala de Richter que es una escala logarítmica. 
2.9.2 El número e y la función exponencial 
La primera aplicación en situaciones de la cotidianidad es el interés compuesto. Esta 
cómo se vio en el capítulo 1. En este mismo se muestra que la fórmula encontrada para 
modelar el interés compuesto de un capital a tiempo continuo es , donde c es el 
capital invertido, i es el interés, t el tiempo y e la base de los logaritmos naturales. 
La obtención de la formula anterior tiene que ver directamente con la obtención de la 
base de los logaritmos naturales por medio del límite de la expresión , que si se 
remonta en los apuntes de este capítulo se verá que es una función de tipo exponencial y 
por lo tanto su inversa es una función logarítmica, en términos de utilidad significa que 
para calcular el interés o el tiempo dado el capital y el otro dato se necesita 
explícitamente de la función logarítmica. 
La obtención de la formula se obtiene de la siguiente manera: 
Supóngase que un capital  se pone a generar un interés compuesto  en un año. Al cabo 
del año se tendrá que al capital se le suma el valor de los intereses obteniéndose un 
nuevo capital.  en el siguiente año, si el interés es compuesto se 
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tiene que en el segundo año el nuevo capital será 
. Siguiendo este principio se tendrá que el capital a n  años  será . 
Por otro lado si en vez de pedir el capital cada año se pide cada mes, o cada día, o cada 
hora, el interese debe dividirse en el numero de meses o días u horas, por lo tanto la 
formula se transforma en .  
Por último, si se quiere recibir el interés compuesto continuo el número de partes en que 
se debe dividir el tiempo ha de ser infinita, por lo tanto se halla el límite de la expresión, 
con lo que se obtiene  . Esto con interés  cada año se puede 
escribir como  donde  es el número de años. 
Esta misma relación se presenta en numerosos casos como la desintegracíon radioactiva 
en el cual si se considera un cuerpo de masa , formado por una substancia radioactiva 
cuya tasa de desintegración es , si la descomposición se produjera cada segundo al 
cabo de un segundo se tendría . Después de n segundos la 
descomposición será de . Pero como el tiempo es continuo la desintegración 
no se da discretamente cada segundo, por lo tanto se tiene que la desintegración 
radioactiva se modela con  lo cual como se demostró anteriormente 
queda reducido a  
 
Una situación análoga a la desintegración radioactiva es la de un objeto cualquiera 
colocado en un medio más frio, cuya masa hace que la temperatura de ese medio sea 
constante, sin ser afectada por la presencia del objeto más caliente. La ley de 
refrigeración de Newton afirma que, en esas condiciones la diferencia de temperatura D 
entre el momento y el medio que lo contiene decrece con una tasa de variación 
proporcional a esa diferencia. Como en el caso de la desintegración radioactiva, esta se 
traduce matemáticamente de esta forma: Si se llama  la diferencia de la temperatura 
en el instante  y la diferencia en un instante t cualquiera se tiene  
donde la constante  depende del material del objeto.   
  
 
3. Componente didáctico 
 Identificar posibles obstáculos en el aprendizaje del concepto de logaritmo. 
3.1 Obstáculos presentes en el aprendizaje del concepto 
de logaritmo 
Con respecto a lo abordado en las partes disciplinar e histórica se encuentra como 
posibles obstáculos en la construcción del concepto logaritmo: 
 
 Su nacimiento desprovisto de contexto en la naturaleza y en situaciones 
cotidianas. 
 La aparición de un contexto geométrico justificado desde el desarrollo del cálculo. 
 El relacionamiento posterior con la operación potenciación. 
 Identificación del logaritmo como el exponente de la potenciación. 
 Relación entre lo discreto y lo continuo que se aborda con la interpolación entre 
datos de la tabla y abordada desde el sentido que se le tiene que dar a los 
exponentes racionales no naturales. 
 Expectativa de linealidad en las operaciones. 
 La presentación de situaciones que se modelan con la función exponencial y uso 
de la función logarítmica solo como su inversa. 
 
Para el desarrollo de la propuesta didáctica que se pretende realizar es importante 
también tener en cuenta los obstáculos presentados por (Ferrari & Farfan, 2008, págs. 9 - 
11) los cuales complementan o  tienen que ver con los: 
 
 Confrey (1996) y Lezama (1999) identifican, como un obstáculo epistemológico, la 
enseñanza de estructuras multiplicativas desde las aditivas y el uso de las 
primeras para introducir la potenciación a la hora de generalizar hacia el carácter 
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funcional de las exponenciales y de allí inferir relaciones con los logaritmos a 
través de funciones inversas sin mayor detenimiento en ello. 
 Sierpinska (1992) cuestiona la presentación de las definiciones de los conceptos 
como su esencia cuando debería ser el objeto el que determina la definición. 
 Por otro lado, de la exploración que realizara Trujillo (1995) respecto a la 
interconexión entre la relación de las progresiones aritmética y geométrica y las 
nociones de los logaritmos y exponenciales como funciones, surge la absoluta 
deficiencia de los entrevistados, estudiantes recién egresados del nivel medio 
superior, para intuir tal cosa. Si bien todos reconocen las progresiones aritmética 
y geométrica y logran determinar el patrón de comportamiento de cada una de 
ellas, ninguno consigue establecer una relación entre ambas.7 
 Las dificultades propias del abordaje de este tema se suman las (…) de la 
apropiación del concepto de función. Entre otras, mencionamos la importancia 
que escolarmente se le confiere al registro algebraico en detrimento de otros, 
como por ejemplo el gráfico o el numérico, lo cual repercute en un 
empobrecimiento de las herramientas utilizables a la hora de apropiarse de un 
nuevo concepto o enriquecer uno ya conocido. 
3.1.1 La logaritmación y la potenciación 
Desde el punto de vista de la matemática elemental se ha hecho la transición desde la 
operación suma a la operación multiplicación con respecto a la definición de la 
multiplicación como una suma reiterada de un mismo número, aunque correcta en 
muchos contextos, genera distintos obstáculos en el entendimiento de los contextos de 
las cantidades implicadas. Esto mismo se genera desde el punto de vista de la 
multiplicación definida como una multiplicación reiterada de un mismo número. 
 
Analizando las operaciones suma y multiplicación en los contextos más usados 
escolarmente se tiene que las cantidades que participan en la suma son de la misma 
magnitud, igual que la cantidad resultante, mientras que en la multiplicación si las dos 
cantidades son de la misma magnitud, generan una magnitud distinta, y si no lo son, de 
                                               
 
7
 El estudio se refiere a una actividad exploratoria que se realizó entre estudiantes para profesor. 
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hecho, ya no tienen parecido con la suma, lo cual no es percibido desde el punto de vista 
formal dado que esto no se ven los números, desprovistos de contexto y las dos 
operaciones son conmutativas con respecto a los conjuntos numéricos. 
 
Haciendo un paralelo en cuanto a las operaciones multiplicación – potenciación, en los 
contextos en los que aparece la potenciación implican que el exponente sea un operador 
intensivo, que no cambia las unidades de medida de la base. En los contextos más 
usados8, el exponente indica dimensión y genera un problema ontológico, que no hay 
contexto para los exponentes del cuatro en adelante. Para otros contextos como el de 
splitting (Confrey, 1995) se justifica el exponente natural, pero es difícil imaginar el 
contexto de los exponentes racionales o enteros negativos. 
 
Tal vez estas dificultades indican el por qué el desarrollo de la función exponencial se da 
históricamente de la mano del nacimiento de la relación logarítmica y no antes, pues 
solamente esta justifica el uso de exponentes racionales9 pues solamente luego de 
entendida la función logarítmica y su relación con los exponentes reales se puede dar 
sentido a un contexto como el de la función logarítmica que modela el interés compuesto 
y por tanto usar el tiempo en esta fórmula de manera continua. 
 
Este uso de los logaritmos o exponentes de forma continua se verá ampliado en la 
sección 3.1.5 de este capítulo. 
 
3.1.1.1 La formalización anticipada 
En los libros de texto de grado quinto se suele introducir en grado 5° y a partir de ahí en 
todos los grados un apartado para referirse a la potenciación como una operación en que 
dada una base esta se multiplica tantas veces como indica un exponente generando un 
número llamado potencia. A partir de esta operación se explican las operaciones 
radicación y logaritmación como operaciones inversas a la potenciación para hallar la 
base y el exponente respectivamente, cuando se tienen los otros términos, esto para 
                                               
 
8
 La transición entre líneas, superficies y cuerpos 
9
 Esto en el contexto de la función logarítmica y la función exponencial, es innegable que el 
desarrollo del cálculo implica aceptar el exponente n por lo menos en los números racionales para 
poder generalizar la regla de las potencias. 
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nada es natural para el estudiante que, en el mejor de los casos está acostumbrado a la 
división vista de dos maneras distintas como inversa de la operación multiplicación pero 
no a dos operaciones inversas, ni a la no conmutatividad de una operación. 
 
Esto genera un obstáculo puesto que como se vió en el capítulo 1 el concepto de 
logaritmo está ligado no a una operación sino a una relación entre números que en la 
presentación por formalización que se hace en los libros de texto no se muestra.10 
3.1.2  Contexto de aparición de los logaritmos 
En la parte histórica de este trabajo se aclaró que el contexto bajo el que aparecieron los 
logaritmos fue la reducción de trabajo en los cálculos astronómicos, es decir, el contexto 
de aparición es estrictamente numérico, números desprovistos de cualquier magnitud en 
diferentes operaciones. 
 
Teniendo en cuenta que el contexto de aparición de los logaritmos es netamente 
numérico, se puede decir que esto es un obstáculo pues la mayoría de los estudiantes 
están acostumbrados a que los conceptos que abordan tengan alguna aplicación 
inmediata en contextos de la naturaleza o de la vida cotidiana. Prueba de esto es la 
multiplicación de números negativos, que al no tener tampoco un contexto inmediato al 
que acudir para ser explicada se convierte en una regla, en muchos casos, sin sentido 
para los estudiantes, y frecuentemente problemática para ellos. 
 
El mismo contexto de aparición del concepto de logaritmo también se ha convertido de 
cierta forma en obsoleto dada la aparición y masificación de las calculadoras, esto 
implica que ya no hay ningún problema en calcular muy buenas aproximaciones hasta de 
20 cifras decimales de diferentes números de operaciones como la radicación, que antes 
no eran sencillas sin la regla de cálculo o las tablas de logaritmos. Se puede recordar que 
                                               
 
10
 De este hecho se ha encontrado poca documentación (Ferrari, 2008), por lo tanto el autor de 
este trabajo hace la aseveración de acuerdo a su experiencia como docente de matemáticas y el 
reconocimiento de distintos libros de texto en esta experiencia apoyado en las bibliotecas de dos 
instituciones de educación básica y media también basado en lo encontrado en (Castañeda, 
Rosas, & Molina, 2010) quienes hacen un análisis de los textos usados en un centro de educación 
media técnica en México. 
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la idea de los logaritmos de multiplicar en una columna sumando en otra, fue el 
detonante de muchas de las aplicaciones que tienen, sin embargo esto solo puede 
aparecer si se exploran las diferentes posibilidades de las tablas. 
 
Esto indica que los estudiantes deben ver las relaciones no referidas a cantidades, 
aunque en ciertos momentos se pueda volver a estas por medio de representaciones que 
le ayuden a comparar como en el caso de las representaciones puntuales y de medidas. 
3.1.3  Contexto geométrico justificado desde el desarrollo del 
cálculo 
Como se documentó en la parte histórica del desarrollo del cálculo la búsqueda de la 
expresión de la cuadratura o el área bajo la curva de la hipérbola equilátera, se convirtió 
en algo importantísimo pues no funcionaba de la misma forma que las demás funciones 
racionales o polinómicas. 
 
La solución se dio por parte Saint Vincent al darse cuenta que la relación entre el área 
bajo la curva de la hipérbola equilátera estaba en progresión aritmética con respecto a la 
abscisa si estas estaban en progresión geométrica (Maor, 2006). 
 
Esto implica de nuevo que el contexto de la función logarítmica y el número e implica un 
examen estrictamente desde el cálculo sin recurrir a contextos naturales ni cotidianos, 
que coincide con el nacimiento de los logaritmos para simplificar los cálculos. 
 
En este estudio se buscó un contexto cotidiano o natural que generara a partir de la 
función , su integral  de forma espontánea, sin embargo los 
contextos analizados de la proporcionalidad inversa no adquieren sentido en la búsqueda 
del área bajo la curva y tampoco sucede de la forma contraria al analizar los contextos de 
la función logarítmica su derivada carece de sentido con respecto a los ejemplos de 
proporcionalidad inversa. 
3.1.4 Expectativa en la linealidad de las operaciones 
No es un secreto que los estudiantes tienden a extender las propiedades de las 
funciones lineales a otras funciones, esto está documentado en diferentes estudios sobre 
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el aprendizaje del algebra (Confrey, 1995), (Kieran & Filloy, 1989), (Rojas, Rodriguez, 
Romero, Castillo, & Mora, 1999) (Smith & Confrey, 1994), , se observa que la propiedad 
de la función lineal  se extiende a otras funciones en las cuales 
esto no ocurre, un ejemplo es el que se presenta en (Katsberg, 2002) en que se hace 
una investigación sobre el entendimiento de los logaritmos y se encuentra que 
estudiantes de programas técnicos usan la formula . 
Esto sucede en numerosas formulas presentándose por ejemplo en el binomio de 
Newton el cual muchos estudiantes de diferentes escolaridades asumen de la siguiente 
forma  o en el establecimiento de relaciones directamete 
proporcionales en funciones no lineales como las cuadráticas o las racionales. 
Esto sucede en la mayoría de los casos por alguno de los tres siguientes casos: el 
aprendizaje y enseñanza de la matemática como un conjunto de reglas para solucionar 
problemas, porque no se proporcionan ejemplos de funciones y patrones que no son 
lineales o no se hace énfasis en la no linealidad de estos, o debido a que el estudiante 
carece de las herramientas para verificar si la linealidad de una función está presente o 
no y por lo tanto generaliza de las propiedades que conoce. 
3.1.5 Relación entre lo discreto y lo continuo 
La relación entre lo discreto y lo continuo se da desde el punto de vista histórico en la 
elección de la escala que permita que la diferencia entre la columna que crece 
geométricamente no lo haga ni muy rápido ni muy despacio. Este tipo de relación implica 
buscar entre más pequeños que la unidad dada, pero aun con esto en algunos cálculos, 
los números obtenidos en la tabla de logaritmos no son exactos y se debe plantear 
procedimientos de interpolación que ayuden a una mejor aproximación del logaritmo 
buscado. 
 
En este contexto aparecen dos cuestiones importantes, ¿qué tan buenas son las 
aproximaciones que se dan de las operaciones llevadas a cabo con las tablas de 
logaritmos? y ¿qué tan exactas se necesitan las tablas de logaritmos? 
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Tanto la primera como la segunda pregunta implican una relación con el infinito actual 
que debe ser manejado de forma implícita para reconocer que la mayoría de los cálculos 
llevados a cabo con una tabla de logaritmos son solo una muy buena aproximación 
decimal al valor real de la operación que se está llevando a cabo. 
 
También se puede entrever en el manejo de lo continuo y lo discreto, con respecto al 
desarrollo decimal de los números obtenidos en una tabla de logaritmos, ¿Cuál es el 
conjunto numérico al que pertenecen dichos números cuando el resultado no es 
explícitamente natural o racional? Esta pregunta tiene que ver con las anteriores en el 
reconocimiento de las características de los números irracionales y de los números 
trascendentes11 
 
Esta dificultad puede ser abordada enriqueciendo contextos de splitting con relación al 
tiempo, que es una variable continua, al preguntar por datos de tiempo establecidos que 
no son parte de la progresión aritmética se deben enfrentar a que los valores no sean 
exactos y deben interpretar el decimal encontrado. 
 
3.1.6 Situaciones referidas a la función exponencial 
Como se vio en la sección 2.9.2 las situaciones cotidianas son referidas a la función 
exponencial y modeladas de esta forma, que matemáticamente tienen todo que ver con 
la función logarítmica, didácticamente no dejan entrever más que la transición entre estos 
dos tipos de funciones, lo cual es importante que el estudiante entienda, pero no 
contribuye al entendimiento de los orígenes de la función logarítmica. 
Por eso es importante que algunas situaciones con cantidades discretas y continuas se 
introduzcan en el aula pero que se vea la relación entre las progresiones aritméticas y 
geométricas, como la sugerida en la sección 2.9.1 para introducir esta.  
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 Ver 2.9 
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4. Propuesta de actividades 
La propuesta que se llevará a cabo tendrá como punto de partida que las matemáticas 
son una creación de la mente humana y por lo tanto se ha estudiado la evolución 
histórica del concepto a abordar, de la mano con la estructura formal en la matemática 
para observar los obstáculos que se presentan y mostrar posibles soluciones a los 
obstáculos que podrían aparecer en el proceso de enseñanza aprendizaje del concepto 
de logaritmo y función logarítmica. 
 
Los estándares básicos de competencias en matemáticas en Colombia se refieren 
explícitamente a la logaritmación al estimar que al finalizar el grado noveno el estudiante 
debe en el pensamiento numérico y sistemas numéricos:  
- “Identifico y utilizo la potenciación, la radicación y la logaritmación para 
representar situaciones matemáticas y no matemáticas y para resolver 
problemas.” (Ministerio de Educación Nacional, 2006, pág. 86)12 
 
Y en el pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analíticos: 
- “Analizo en representaciones gráficas cartesianas los comportamientos de cambio 
de funciones específicas pertenecientes a familias de funciones polinómicas, 
racionales, exponenciales y logarítmicas.” (Ministerio de Educación Nacional, 
2006, pág. 87) 
 
                                               
 
12
 Es importante notar como no se identificar y utilizar situaciones con relaciones sino que se pide 
usar estas como operaciones para resolver problemas. 
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Por  lo tanto se diseña una propuesta pertinente para estudiantes de noveno, sin 
embargo en la explicación de cada sección de actividades de la propuesta se señalará la 
conveniencia de actividades previas en muchos grados escolares. 
4.1 Propuesta didáctica 
Consecuentemente con los obstáculos observados la propuesta didáctica que se 
presenta se tendrán en cuenta aspectos de relación entre progresiones aritméticas y 
geométricas,  la exploración de propiedades de las operaciones multiplicación, división, 
radicación y potenciación sobre tablas, el modelamiento de análisis de situaciones en 
contexto, y la introducción a las propiedades del área bajo la hipérbola , así como 
una formalización de la notación de logaritmo y una introducción a los logaritmos 
naturales. 
En las secciones a continuación se presentara un resumen de las actividades propuestas 
y el objetivo de la actividad mientras que en el anexo A se presentara el diseño y una 
imagen de la actividad que estará será desarrollada en la plataforma blackboard 
academic suit con applets diseñados en el software geogebra. 
4.1.1 Exploración de tablas 
En esta actividad el estudiante construirá una tabla en la que una fila/columna 
corresponda a una progresión aritmética y en la otra fila/columna el estudiante le haga 
corresponder una progresión geométrica, basado en el relato de la invención del ajedrez. 
El objetivo de esta actividad es que el estudiante se motive a construir una tabla en la 
que pueda reconocer una covariación entre las columnas o filas y se involucre con las 
progresiones aritméticas y geométricas. 
4.1.2 Exploración numérica 
Las actividades de exploración numérica tienen por fin que el estudiante entienda y 
reconozca la covariación entre las progresiones aritméticas y geométricas por medio del 
estudio de tablas sacando la regla de formación de los números que las conforman para 
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luego generar otras reglas y el reconocimiento implícito que la extensión de las tablas 
genera una ampliación de los universos numéricos. 
Para este fin se abordarán actividades donde está presente el principio de inducción 
experimental que implica que si las tablas tienen regularidad y una regla sirve para actuar 
entre un número precedente y un número siguiente, la misma regla sirve para actuar 
entre los demás números, es decir, se espera que los estudiantes acudan a observar la 
covariación entre las dos filas de la tabla. Estas actividades deberían estar precedidas en 
diferentes grados de la exploración de los estudiantes de actividades de splitting que 
justifiquen la manipulación numérica usada en este trabajo (Confrey, 1995, pág. 75). 
ACTIVIDAD “MULTIPLICACIÓN EGIPCIA” 
Esta actividad presenta la multiplicación a la manera egipcia para introducir la propiedad 
de los logaritmos, que sumar en una de las columnas implica multiplicar en la otra, y que 
cualquier base puede servir para el mismo propósito. 
El objetivo de la actividad es que el estudiante genere un contexto de covariación 
numérico. 
ACTIVIDAD “LA MULTIPLICACIÓN SE VUELVE ADICIÓN” 
En esta actividad se presentan dos tablas, cada una con dos filas, una que tiene una 
progresión aritmética y otra una progresión geométrica y que encuentre la relación que 
genera los logaritmos y que permite que la suma en la progresión aritmética se compare 
con la multiplicación en la progresión geométrica. 
El objetivo de esta actividad es hacer explicita la relación entre las progresiones 
aritméticas y geométricas que se propuso en la Actividad A. 
ACTIVIDAD “LA DIVISIÓN SE VUELVE SUSTRACCIÓN” 
Se acude a la propiedad de tener simétrico de los números enteros para explorar las 
restas posibles en la fila de las progresiones aritméticas y lo que esto produce en la fila 
de las progresiones geométricas. 
El objetivo de la actividad es que los estudiantes generen la propiedad análoga a la de la 
multiplicación para la división y que además puedan completar la tabla dados algunos 
términos de esta. 
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También se busca que el estudiante reconozca términos negativos y el 0 en la progresión 
aritmética y sus correspondientes términos en la progresión geométrica. 
ACTIVIDAD “LA POTENCIACIÓN SE VUELVE MULTIPLICACIÓN” 
De la misma forma que en la actividad C se propone al estudiante que explore las 
multiplicaciones posibles en la fila de la progresión aritmética para luego revisar sus 
correspondientes en la fila de la progresión geométrica. 
El objetivo de la actividad es que los estudiantes generen la propiedad análoga a la de la 
multiplicación para la potenciación y que además puedan completar la tabla dados 
algunos términos de esta. 
ACTIVIDAD “LA RADICACIÓN SE VUELVE DIVISIÓN” 
Terminando con las operaciones se propone al estudiante explorar las divisiones posibles 
en la fila de la progresión aritmética comparándolas con las operaciones de la progresión 
geométrica. 
El objetivo de esta actividad es que los estudiantes generen la propiedad análoga a las 
de la multiplicación para la radicación y que además  puedan completar una tabla dada 
con algunos términos de esta. 
4.1.3 Exploración de contextos 
En esta fase se presenta a los estudiantes situaciones de contexto cotidiano y natural 
para que a partir de las propiedades exploradas en las tablas modelen dichas 
situaciones. Estas tendrán como variable independiente el tiempo, que deberá ser 
relacionado con la progresión aritmética, mientras que la progresión geométrica será la 
variable dependiente que en dos situaciones tendrá un carácter discreto y en las otra 
tendrá un carácter continuo. 
En la exploración de contextos también se espera que los estudiantes completen los 
espacios entre los números enteros en la progresión aritmética basados en preguntas 
que justifiquen el sentido de estos con respecto al tiempo que puede ser fácilmente 
dividido y que implica que los estudiantes generen números irracionales en los 
correspondientes términos de la progresión geométrica. 
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Por esto se le proponen al estudiante actividades donde las progresiones aritméticas no 
son de diferencia uno, y que están expresadas en distintas bases como el tiempo en sus 
divisiones de horas minutos y segundos, para que se exploren las diferentes 
posibilidades que esto conlleva. 
Dado que es accesible para el diseño y es conveniente para el entendimiento de los 
conceptos se brinda al estudiante un applet que ayude a representar tanto las tablas 
como la gráfica, por lo cual cada una de estas situaciones lo tiene. 
ACTIVIDAD SITUACIÓN 1 “LEY DE WEBER FECHNER” 
Esta actividad genera condiciones en los que los estudiantes deben modelar una 
situación de manera logarítmica, en la construcción de la escala. Para esto se usa la ley 
de Weber Fechner y la fábula de la rana hervida, pues en estas se explica como la razón 
con que aumenta una de las variables no obtiene la misma percepción en la otra variable. 
El objetivo de esta actividad es que los estudiantes establezcan la relación entre dos 
variables continuas de manera logarítmica, usando la covariación entre las progresiones 
aritméticas y geométricas, y analizando un contexto continuo. 
ACTIVIDAD SITUACIÓN 2 “UN TRATO VENTAJOSO” 
Esta actividad tiene por variable independiente el tiempo visto de forma discreta (por 
días) y por variable independiente cantidades de dinero, su uso es para ubicar al 
estudiante en una situación cómoda que le permita trabajar y generar una tabla con 
conclusiones que se ajusten a números naturales. 
El objetivo es que se generen tablas que comparen progresiones aritméticas y 
geométricas y hacer la transición de estas tablas a graficas en planos cartesianos. 
ACTIVIDAD SITUACIÓN 3 
Esta actividad tiene por variable el tiempo visto de forma continua y por variable 
dependiente cantidad de personas, se usa para indagar en el estudiante como responde 
a una situación en la que el tiempo no presenta una correspondencia con la unidad de la 
progresión aritmética y por tanto produce una revisión de la razón de cambio en la 
progresión geométrica. 
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Esta actividad tiene por objetivo introducir en la variable tiempo una percepción menos 
discreta y ver las estrategias que usarían los estudiantes para seguir la covariación entre 
las progresiones geométricas y aritméticas. 
4.1.4 Propiedades de la hipérbola equilátera 
Se propone explorar la hipérbola  como forma de introducción al número  y el 
contexto geométrico de los logaritmos. La primera actividad está diseñada para que el 
estudiante explore la tabla y el gráfico de las magnitudes inversamente proporcionales, lo 
cual está acorde con las metas a alcanzar según (Ministerio de Educación Nacional, 
2006), pues en estos grados se deben analizar las funciones racionales. 
Todas las actividades de este grupo vienen acompañadas de applets que le ayudan al 
estudiante a visualizar las transiciones entre la representación tabular y la gráfica, y a 
identificar una sensación de densidad entre las magnitudes relacionadas en los 
contextos. 
ACTIVIDAD “PROPORCIONALIDAD INVERSA” 
En esta actividad se presenta una definición de magnitudes inversamente proporcionales 
así como un ejemplo interactivo proporcionado de 
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/Funciones_funcion_
de_proporcionalidad/Proporcion.htm#inversa unidad didáctica sobre proporcionalidad13.  
El objetivo es que el estudiante recuerde algunos conceptos de la proporcionalidad 
inversa de forma que aparezca en el contexto de covariación usado en las actividades 
anteriores. 
ACTIVIDAD “PROPORCIÓN INVERSA, RECTÁNGULOS” 
En esta actividad se presenta una introducción a la hipérbola equilátera , en 
específico con k=48 para que el estudiante encuentre relaciones entre números naturales 
                                               
 
13
 La unidad didáctica referida expone la proporcionalidad de manera secuencial, teniendo en 
cuenta que se supone que los estudiantes han explorado la proporcionalidad de esta manera. 
4. Propuesta de actividades 61 
 
con 1, 2, 3, 4 y se le pueda preguntar por otras como 5 o 7 que generan números 
racionales no naturales. 
El objetivo de esta actividad es proporcionar al estudiante un contexto que valide la 
exploración de las propiedades de la hipérbola equilátera. 
ACTIVIDAD “ÁREA BAJO LA HIPÉRBOLA EQUILÁTERA” 
En esta actividad se presenta un applet en el que aparece la hipérbola equilátera junto 
con el área bajo esta curva calculada con tres botones que sirven para modificar el punto 
en el eje X donde se empieza a calcular (botón A), el punto en el eje X donde termina 
(botón B) y el número de rectángulos que se usa para calcularlos (botón C).  
A continuación aparecen tres tablas donde se deja invariante la fila A (que corresponde al 
botón A) en 1, la fila B (que corresponde al botón B) se presenta una progresión 
aritmética con término inicial 1, la fila C (que corresponde al botón C) en la primera tabla 
corresponde a 10, en la segunda tabla a 100 y en la tercera tabla a 1000 y una cuarta fila 
D que corresponde al área que aparece en el applet. 
4.1.5 Formalización 
En la actividad formalización aparece una explicación de cómo las tablas que aparecen 
en toda la propuesta de actividades pueden verse como tablas de logaritmos en 
diferentes bases. Se explica los nombres formales que asumen las diferentes filas y se 
da ejemplos para que los estudiantes los sigan en otras tablas. 
Aparece otra actividad que le pide al estudiante usar el botón “ln” de una calculadora 
usando la propiedad fundamental de los logaritmos de convertir las multiplicaciones en 
sumas mientras que se le pide que relacione los resultados encontrados en la 
calculadora con los resultados de las diferentes tablas encontradas en “ÁREAS BAJO LA 
HIPÉRBOLA EQUILÁTERA”. 
El objetivo de esta actividad es dar un paso a la notación matemática para los logaritmos 
haciendo uso de las propiedades usadas en las distintas actividades y no en la operación 
potenciación. 
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5. Conclusiones  
Se presentaron en este trabajo aspectos de diversa índole con respecto a los logaritmos 
y a la función logarítmica en dos perspectivas: su surgimiento histórico, su organización 
formal, para con esto considerar algunos obstáculos importantes en la enseñanza de 
este concepto y crear actividades que contribuyan a abordar y superar dichos obstáculos. 
Dado el recorrido de este trabajo se puede hacer énfasis en los aspectos que se abordan 
en cada capítulo:  
- Desarrollo histórico 
En la recopilación histórica que se hizo se encuentra que el concepto de logaritmo está 
ligado a la relación entre las progresiones geométrica y aritmética y sus propiedades. 
Este hecho hace que se deba replantear la presentación escolar que por costumbre se 
hace de los logaritmos como una operación entre números de forma estática que 
responde a ser una de las inversas de la operación potenciación. La concepción de los 
logaritmos de esta forma presenta facilidades en cuanto a la presentación ordenada de 
los temas, pero conlleva a dejar una brecha entre el entendimiento de los logaritmos y las 
propiedades que según (Katsberg, 2002) se nota en que los estudiantes confunden las 
propiedades, aunque recuerdan bien las propiedades de los exponentes puesto que 
pueden establecer una relación entre las propiedades y la definición de la operación, 
cosa que no sucede con los logaritmos al ser su definición dependiente de la de 
potenciación. 
Este establecimiento de la logaritmación como una de las inversas de la potenciación 
también genera traer los diferentes obstáculos que se presentan al ver la multiplicación 
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solo como una adición repetida: de la misma forma sucede al ver la potenciación solo 
como una multiplicación repetida esto genera problemas al ver los exponentes como 
números racionales y muchos más al concebirlos como números reales. (Martinez Sierra, 
2000). 
- Desarrollo formal 
En el desarrollo formal se aprovechó la construcción de la función logarítmica presentada 
por (Lima, 1996) Que a partir de la propiedad establecida como generadora 
históricamente de los logaritmos, la que establece una relación entre las progresiones 
aritméticas y geométricas, se construye formalmente las propiedades conocidas de los 
logaritmos y de la función logarítmica.  
Esto fue importante para establecer un derrotero en la propuesta de actividades, puesto 
que la organización muestra que es posible realizar de forma ordenada el 
establecimiento de la función logarítmica sin acudir a la definición de potenciación y una 
organización parecida es en la que está basada la propuesta. Sin ninguna duda, la 
organización hecha contribuye a los hechos desarrollados de manera histórica y fortalece 
el abordaje de los logaritmos a través de la relación entre las progresiones aritméticas y 
geométricas. 
Además el estudio del desarrollo formal de la función logarítmica conjunto al estudio 
histórico muestra una forma de abordar los logaritmos naturales distinta al 
establecimiento del número e como una constante instalada arbitrariamente como base 
importante en el desarrollo del cálculo, para darle un sentido. Este sentido se encuentra y 
debe ser consolidado en la enseñanza del cálculo infinitesimal14. 
- Consideraciones didácticas 
Las consideraciones didácticas establecieron claramente los obstáculos que se 
presentan en la enseñanza relacionados con el desarrollo histórico y el desarrollo formal 
establecido. 
                                               
 
14
 En este sentido debe ser fortalecido este estudio pues según (Ferrari & Farfan, 2010, pág. 56)el 
estudio de lo logarítmico en estos textos juega un papel secundario. 
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Es muy importante recordar que las posibles consecuencias que conlleva la exposición 
de los logaritmos en este punto donde se establece que la presentación que se hace de 
los logaritmos como una operación:  
- Vuelve estático un concepto que en sus principios fue analizado de forma 
dinámica y que por lo tanto pierde su carácter funcional.  
- Genera una dependencia de la parte exponencial con las secuelas que implica 
considerar los obstáculos del aprendizaje de la potenciación en los cuales ahonda 
(Martinez Sierra, 2000). 
- Al volver la logaritmación dependiente de la potenciación esta pierde un marco de 
referencia para un análisis y por tanto las propiedades no encuentran una base 
lógica “The absence of any logical basis for the formulas they adopted and used 
made the formulas extremely difficult to remember correctly” (Sierpinska, 1994) 
citado en (Katsberg, 2002, pág. 175) 
Todas estas consecuencias consideradas como obstáculos se ven profundizadas por los 
obstáculos en el aprendizaje del concepto de función, esto fue abordado por (Ferrari & 
Farfan, 2008), (Ferrari, 2008) y presentado en el capítulo 3 de este trabajo. 
- Propuesta de actividades 
La propuesta de actividades presentada intenta exponer una mirada alternativa a la 
presentación formal de los logaritmos desplegando la relación entre las progresiones 
aritméticas y geométricas como base para abordar las propiedades de los logaritmos y 
con las propiedades estudiar los espacios entre los términos de las progresiones para 
generar preguntas sobre los conjuntos numéricos. 
Además presenta una situación que apuesta por exponer una relación logarítmica entre 
dos variables15, que de acuerdo a la recopilación de trabajos sobre el concepto de 
logaritmo poco se presentan en la enseñanza de estos (Abrate & Pochulu, 2007), 
(Berezovski, 2004) (Ferrari, 2008), (Ferrari & Farfan, 2008), (Ferrari & Farfan, Una 
socioepistemología de lo logarítmico, 2010),  (Katsberg, 2002).  Esta es importante 
                                               
 
15
 La situación 1 Ley de Weber Fechner. 
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porque su aproximación desde la función exponencial no es inmediata, como si lo 
pueden ser las otras dos situaciones. 
Las actividades propuestas de situaciones en contexto apoyadas en el software de 
geometría dinámica ayudan al establecimiento no solo de la función, sino a la exploración 
de la continuidad de una función. Esta exploración es fundamental en el proceso de 
aprendizaje de la función logarítmica ya que esta debe afrontar el número e como una de 
las funciones que es motor del cálculo. 
Por último es obligatorio indicar que las actividades propuestas son, como su nombre lo 
indica, una introducción a los logaritmos, que tiene en cuenta muchas dificultades y 
desatenciones característicos de la enseñanza de las matemáticas, pero que parte de 
estas dificultades deberían ser atendidas en momentos distintos de la educación básica, 
tal como en el desarrollo de actividades que generen el pensamiento variacional que 
deberían ser abordadas, pero que el empeño en el formalismo y en los contenidos 
clásicos del currículo de matemáticas no son abordados.  
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